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Le but de cette séance est d’introduire une représentation interactive des preuves
et de la réduction en logique intuitionniste. Cela améne naturellement a la tech-
nique d’orthogonalité, qui nous donnera un théoreme de normalisation ainsi que
des propriétés de constructivité pour les preuves.

Il s’agit d'une approche moderne (inspirée de [Kri09, Gir06, CHOO]) qui pré-
pare le terrain aux exposés futurs. En effet on la retrouvera pour la logique clas-
sique (réalisabilité classique) et pour la logique linéaire (sémantiques dénota-
tionnelles, géométrie de I'interaction).

1. Déduction naturelle et A-calcul

1.1. Rappel : NJ

Formules
A:=P|A—>B|AAB|AVB|T|L
Regles | | introduction | élimination
hypothese A
conjonction % A 2 B A g B
disjonction AI\L/‘B AgB AVB A—&C B—C

*Ajouts du 8 juin 2012 : preuve de la forte normalisation et comparaison avec la méthode de la paire adaptée
(Sections A.1 et A.2). Adoption de la terminologie : structure de réalisabilité, T, E-saturation, par souci de
cohérence externe. 9 juillet : corrections mineures.



[A]---[A]
implication ' A—B A
B B
A— B
vrai T
1
faux 0
Réduction
[A] -+ [A] | |
: : } T } T
B | . A A
A—B R :
A B
B

ainsi que d’autres régles pour les autres connecteurs.

1.2. Inteprétation BHK

(Brouwer-Heyting-Kolmogorov) : Une preuve de A — B est un «algorithme » qui transforme
une preuve de A en une preuve de B.

A-calcul :  Une syntaxe des preuves de la déduction naturelle basée sur I'idée qu'une preuve
de A — B est une fonction (au sens des langages de programmation d’ordre supérieur).
e Les hypotheses sont des variables x, y,z...

e Les arbres de preuves deviennent des expressions t,u,v ... (arbres syntaxiques).
x:[A]--x: [A]

: S S
t(x){B . . A} A}

x—t(x):A—>B A}u t(u){B

(x —t(x))(u):B



Grammaire

| | introduction |  élimination | (analogie) |
hypotheése x inconnue
conjonction (t,u) m,(t) m,(t) X
disjonction | (1,t) (2,t) | if t then u else v O]
implication Ax.t tu X —t
vrai 0O
Formellement ! :

t,bus=x|(t,w)|(1,)](2,t) | Ax.t | Q| m(t) | my(t) |if t thenuelse v | tu

Lien avec la déduction naturelle

Jugements Le jugement de typage t : A se lit « t est une preuve de la proposition A »

(vocabulaire du logicien) ou encore « t a pour type A» (vocabulaire de I'informaticien).

| | introduction | élimination
hypothese x:A
. . t:A u:B t:AAB t:AAB
t
conjonction (t,u):AAB m.(t):A m,(t): B
.. . t:A t:B t:AVB u:A—C v:B—>C
t .
disjonction (1,t):AVB (2,t):AVB ift thenuelsev:C
x :[A]---x: [A]
. — : t:A—B u:A
implication i ‘1 B
Ax.t:A—B
vrai 0:T
¢ t: L
aux A

1. En fait, le if-then-else devra plutét se lire comme « match t with (1,x) — ux | (2,x) — v x » pour les

gens qui connaissent CAML.




Réductions

Intuitions :

m(t,u) =t
,(t,u) = u
if (1,t)thenuelsev >=ut
if(2,t)thenuelsev >=vt
(Ax.t)u > t[u/x]

Ou t [u/x] représente le terme t dans lequel chaque occurrence de la variable x est rempla-
cée par u.

Remarque 1. Attention, dans Ax.t, x est une variable liée, c’est-a-dire que Ax.t est le méme
objet que Ay.t[y/x]. Par convention, dans t [u/x], on supposera toujours que les variables
liées de t sont distinctes des variables libres de u.

Malheureusement ce n’est pas une définition complete de la réduction puisqu’il faudrait
définir ce que cela signifie de se réduire dans un certain contexte (par exemple pour réduire
,((Ax.t)u)). Nous ne le faisons pas car cela deviendrait un peu bureaucratique, la ot la
section suivante introduit une réduction plus simple a manipuler mathématiquement, en
rendant explicite la notion de contexte de réduction.

1.3. Exemples
Un exemple trés simple

Exemple 2. Voici la preuve d’une propriété treés simple, ((AVB) - C) - (A— C)A(B —
C), qui vaut a I'implication son nom catégoriel d’exponentielle (les catégoriciens notent ce
morphisme C4% — C4 x CB).

e Preuve en déduction naturelle :

[A] [B]
[(AVB)—C] AV B [(AVB)—C] AV B
C C
A—C B—-C

A-C)AB—-C)
(AVB)—»C) > (A—-C)A(B—-C)

e Terme du lambda-calcul :

Ax.(Aa.x(1,a),Ab.x(2,b))



e Déduction naturelle annotée par des termes du A-calcul :

a: [A] b: [B]
x:[(AVB)—C] (1,a):AVB x:[(AVB)—C] (2,b):AVB
x(1l,a):C x(2,b):C
Aa.x(1l,a):A—C Ab.x(2,b):B—C

(Aa.x(1,a),Ab.x(2,b)): (A= C)A(B—C)
Ax.(Aa.x(1,a),Ab.x(2,b)): ((AVB)—=C) - (A= C)A(B—C)
Exercice 3. Si on remplace C par AV B ci-dessus on obtient une preuve de :

((AVB)— (AVB)) = (A— (AVB))A(B — (AVB))

de laquelle, par modus ponens, on peut en déduire une preuve indirecte de (A — (AV B)) A
(B— (AVB)).
1. Déterminer le terme du A-calcul correspondant.

2. La réduction termine et donne des termes du A-calcul correspondant aux preuves di-
rectes de la conclusion : vérifier cela expérimentalement.

Un autre exemple

Pour l'instant on a parlé de logique propositionnelle et ce n’est pas trés expressif. Essayons
alors de faire de la théorie des ensembles de facon naive. On suppose que les formules
atomiques (c’est P tout au début, dont je n’ai pas parlé) sont de la forme :

aeb

ol a et b sont des individus de la forme :
e a,f3... des variables d’individus, ou
e {a|A(a)} (C’est juste un objet syntaxique) avec A(a) une proposition du langage.
On rajoute a notre systéme les regles :
t:A(a) t:(ae{a|Ala)})
t:(aef{a|Ala)}) t :A(a)
Soit alors A une formule quelconque. On considere alors I'individu :

E:={a|(a€a)—A}

Il est notoire que I'on a :
E€E (E€EE)—A
(EEE)—A E€E
L'intérét de cet exemple réside dans le fait que le paradoxe de Russel, adapté a notre théorie
naive, fournit bel et bien un terme de preuve pour toute formule A :

x:[(E€E)—A] x:[E €E]
x:[(E€E)—A] x:E€E x:[E€E] x:(E€E)—>A
xXx:A xXx:A
Ax.xx:(E€EE)—A)—A Ax.xx:(EEE)—A

(Ax.xx)(Ax.xx):A



Cependant, on voit que cette « preuve » ne se réduit qu’en elle-méme :
(Ax.xx)(Ax.xx) = (Ax.xx)(Ax.xx) > ...

Par conséquent, les regles de cette théorie naive des ensembles ne satisfont pas au critere de
normalisation, ce qui est notre argument pour les rejeter.

Slogan (Gentzen, Girard [Gir06]) :
incohérence <= existence de preuves qui bouclent

On aura l'occasion de voir a d’autres séances des systémes cohérents plus expressifs que la
logique propositionnelle intuitionniste que j’ai introduite pour l'instant. La technique qu’on
présente ici se généralise a des systéemes trés puissants; mais pour cela on a besoin d’'une
meilleure représentation de la réduction.

2. Machines et calcul des séquents

2.1. Réduction sous contexte

Si on souhaite réduire «if (Ax.t)u then v else w » il est nécessaire de d’abord réduire
(Ax.t)u : les réductions doivent donc s’effectuer dans des contextes de réduction, qui repré-
sentent le lieu ot la réduction se poursuit lorsqu’on a fini de réduire ce qu’il y a a l'intérieur.
Ici, le contexte est «if ... then v else w » et le probléme est que 'on ne sait pas réduire cela
tant que « ... » ne contient pas (1,t") ou (2,t") avec t’ un terme quelconque.

Désormais, on prendra la notion de contexte trés au sérieux :

e On notera E les contextes que 'on définit plus bas.

e On ne réduira un terme qu’en présence d’un contexte. La relation de réduction > est

donc désormais définie uniquement sur des « machines » qui sont des couples (t|E)
constitués d’'un terme t et d'un contexte E, que I'on note aussi c :

c i =(t|E)

Réductions adjointes Ce sont les regles d’élimination de la déduction naturelle qui créent
les contextes de réduction :

(m)|E) = (u|m,-E)
(mo() | E) = (u| - E)
(if t thenuelse v |E) > (t|(ulv)-E)
(tulE) = (tlu-E)



Remarque : les régles d’élimination sur les termes sont toutes de la forme (7*(t)|E) =
(t|7(E)) : ce sont donc les « adjointes » de régles d’introduction sur les contextes.
Il faut aussi un contexte « vide » initial, que je note *.

E:=x%|n-E|ny,-E|(ulv)-E|u-E

Réductions principales
(Ax.t|u-E) = (t[u/x]|E)
((t,u)| 7, -E) = (t|E)
((t,u)| 7y E) = W|E)
((1,0)|(uv)-E) = (ult-E)
((2,6)|(v)-E) = (v|t-E)

Des regles d’introduction sur les contextes plutot que des regles d’élimination ; des réductions
principales entre regles d’introduction de chaque coté ? Cela rappelle le calcul des séquents,
pardi!

2.2. Calcul des séquents intuitionnistes, rappels
Un séquent (intuitionniste) est une liste de formules de la forme :
A,...,A,FB
qui correspond a la proposition :
(A,A---ANA,) —B

Les A; sont donc des hypotheses et B est la conclusion. (L'ordre des hypothéses n’a pas

d’importance.) On note souvent I' = A, ...,A, une liste quelconque d’hypotheéses.
| | introduction droite | introduction gauche |
hypothese T,AFA
coupure TFA T,AFB
'+B
: : A '-B ILAFC ILBFC
conjonction J 2
J TFAAB [LAABFC T,AABFC
. . . Tr'FA 'B LAFC ILBFEC
disjonction TEAVE TEAVE CAVBEC
. L 'L AFB A IBF-C
implication =
TFA—>B T,LA>BFC
vrai TET
faux T,LFA




Exemple 4. Elimination de I'implication :
— hyp
A T,BFB
'HFA—B I'A—BFB
I'HB

coupure

2.3. Typage des machines

Idée :
TFA T,AFB

'+B

devient :
I'Ht:A I'|E:AFx:B
(t|Ey : (THx:B)

ou I" devient une liste? x; : A;,...,x, : A, qui contient les variables non liées des termes,
contextes et machines considérés.

Jugements On a désormais trois jugements. Le premier concerne les termes et est similaire
a celui de la déduction naturelle :
F'Ft:A

Il se lit « t est une preuve de A sous les hypothéses I" ». Toutes les hypothéses de la preuve,
c’est-a-dire toutes les variables non liées de t doivent apparaitre dans I'.
Le second est le suivant :
l'E:AFx:B

Il se lit «le contexte E est une contre-preuve (une réfutation) de A sous les hypotheses IT" et
sous la conclusion B ». Le séquent sous-jacent est I', A+ B, mais la séparation verticale entre
" et A est ajoutée pour la lisibilité. En effet, E : A type un contexte tandis que I" type les
variables non liées de E.

Le troisieme jugement concerne les machines :

(t|E):(CT'Fx:B)

(t| E) ne possede pas de type en lui-méme, mais ses variables (dans I') ainsi que sa conclu-
sion en ont.

2. En fait, une fonction partielle des variables dans les formules.



Correspondance machines-calcul des séquents®

introduction droite

| introduction gauche

> C

hypothese ILx:AFx:A [|x:AF%:A
'kt:A I'|E:AFx:B
coupure
(t|Ey : (TFx:B)
adjoint c:('k*:B)
'+c*:B
conjonction 'Ft:A 'u:B I'E:AFC I'E:BFC
TH(t,u):AAB T'|n,-E:AABFC T |m,-E:AABFC
F-t:A
disioncti r't(1,t):AvB IT'E:CF+:D T+t:A—-C Tlu:B-
isjonction
'+t:B U|(tlu)-E:AVBFx:D
TF(2,t):AVB
T ILx:AFt:B FHt:A F'E:BkFx:C
implication
'FAx.t:A—B I't-E:A—-BFx:C
vrai rEQ:T
faux Ix:LEFx:A

Adjoint On remplace dans la grammaire des termes les regles d’élimination par I'adjoint

c*:

t,busz=x|(t,uw)| (1,t) ]2, t) | Ax.t || c*

L’adjoint possede la regle de réduction :

(c*|E) = c[E/*]

ou la substitution c [E/x] substitue E a 'unique occurrence de x dans ¢ qui n’est pas sous un
adjoint. (On considere donc que les occurrences de = apparaissant dans ¢ a l'intérieur d'un
adjoint ¢’* sont liées.)

3. Par simplicité de la machine considérée dans cette note, j’ai di choisir une regle d’introduction gauche
de la disjonction qui différe de la régle du calcul des séquents. Obtenir une meilleure correspondance entre la
machine et le calcul des séquents (et une régle assez petite pour ne pas dépasser du tableau) est possible et va
de pair avec un meilleur traitement des connecteurs positifs en logique ; pour cela il est nécessaire d’introduire
des « contextes adjoints » (voir [CHOO, Mun09], ou le prochain exposé GdT).



On peut alors définir les regles d’élimination :

() E (e |y %)
() Z (t |ty %)
if ¢ then u else v = (¢ | (u[v) - *)"

tuZ (tlu-%)*
En effet, avec ces définitions, on obtient non seulement les régles qui vont bien*, comme :
((tlu-*)"|E) = (t|u-E)

mais ces définitions se déduisent des dérivations canoniques de I’élimination a partir de
I'introduction droite, dont celle pour I'implication est donnée plus haut en exemple :

Exemple 5. Elimination de 'implication :

hyp.F
'Fu:A I'|*:BF*:B .
'-t:A—B 'u-x:A—>BkFx:B
coupure
(tlu-*) : (T'kx:B) »
= adjoint
F'E{tlu-*":B

Slogan
Réduction des machines <= Elimination des coupures

3. Orthogonalité et normalisation

On va associer a chaque formule A un ensemble |A| de termes qui « se comportent », au
sens de la réduction, similairement aux preuves de A, ainsi qu'un ensemble ||A|| de contextes
qui « se comportent » similairement aux contextes correspondant.

Les deux ensembles |A| et ||A|| sont reliés par une notion d’« orthogonalité » : |A| = s
et ||A]| = JA]* - on dira qu'’ils sont polaires I'un de l'autre. Un terme t et un contexte E sont
polaires lorsque leur interaction au sein de la machine (t | E) produit un calcul « acceptant »,
ce que I'on définira et que I'on note t ILE. Par conséquent, |A| est 'ensemble des termes qui
interagissent « correctement » avec chacun des contextes de ||A||, et vice-versa.

4. Lélimination de 1, en revanche, s’obtient avec la regle dérivée :

'tt: 1L au lieu de 'tt: L
T A F'Ft:A

mais la différence importe peu, puisque le comportement calculatoire est le méme :

((E1x)*|E) = (t|E).
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Exemple 6. Si on voulait formaliser I'arithmétique, on aurait (entre autres) un prédicat
x € N, et une preuve de ce prédicat calculerait, a travers la réduction, un entier correspon-
dant. Par exemple, une preuve de 3x € N, f(x) = 0 calculerait un entier n tel que f(n) = 0.
Dans ce but, on serait conduit a ajouter au langage des termes des constantes 1,2,... repré-
sentant les entiers. Alors, 'ensemble {1,2,... }L contiendrait les contextes qui attendent un
entier en entrée. Lensemble {1,2,...}*" des termes qui interagissent correctement avec ces
contextes représenterait par conséquent les programmes qui calculent un entier. C’est donc
le bon candidat pour interpréter le type des entiers, ou, en logique, le prédicat dx € N. (Une
telle formalisation de I'arithmétique va cependant au-dela de notre programme pour cette
séance.)

Contrairement a 'ensemble des preuves de A, 'ensemble |A| est défini par récurrence sur
la formule. Néanmoins, le théoréme principal que I'on donne plus bas relie la déduction des
systemes logiques a cette interprétation des formules :

Théoreme 7 (Lemme d’adéquation, cas particulier).
e Sikt:Adlorst €A,
e Si|E:AF*:Betx€||B||, alors E € ||A]],
e Sic:(Fx:B)et*e<||B||, alors c € 1L,

En effet, on peut percevoir déja que le fait que |A| et ||A|| sont polaires corrobore la regle
de la coupure : si t € |A| et E € ||A|| alors (t |E) € L.

Avant que cela ait un sens, nous définissons la relation t IL E, ainsi que pour toute formule
A, deux ensembles |A| et ||A|| respectivement de termes et de contextes.

3.1. Péle

Soit T un ensemble de termes et E un ensemble de contextes.

Définition 8 (Ensemble polaire). On suppose donné un péle I, qui est une partie de T X E.
e Onnote tILE < (t|E) € .
e Si T est un ensemble de termes, on pose T~ ={E €E|Vt € T t LE}.
e Si £ est un ensemble de contextes de réduction, on pose £+ ={t €T | VEe€EtIE}.®

Proposition 9 (Propriétés de base des polaires). Soient U,) deux sous-ensembles de T ou de
E.

1. SiU €V alors V* C U,

2. U cutt,

3. ut=uyttt

4. (U ) =N

Démonstration. Exercice. O

5. Lambiguité sur le sens de @+, qui vaut ou bien T ou bien E, sera levée par le contexte.
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Remarque 10. 11 s’agit en réalité d’'une structure tres générale dont 'orthogonalité de 'algebre
linéaire n’est qu'un cas particulier : toute relation entre deux ensembles U et V induit une
correspondance de Galois antitone entre P(U) et P(V) ordonnés par l'inclusion, qui vérifie
en outre (4.).

N’importe quels ensembles T et [E et n'importe quel pole I ne vont pas nécessairement
donner une interprétation des formules compatible avec la logique! On doit imposer des
conditions tres générales sur le choix de T, E et Il — T et E doivent étre stables par certaines
constructions de base, et le pole doit étre clos par expansion logique, c’est-a-dire I'inverse de
la réduction.

Définition 11. Une structure de réalisabilité ® est un triplet (T, E, 1) tel que :
T un ensemble de termes contenant () et stable par paire et par union disjointe, autrement

dit :

1. )T,

2. siteTetueTalors (t,u) €T,

3.siteTalors(1,t)eTet(2,t) €T,

E un ensemble de contextes contenant * et stable par empilement d’un terme, autrement
dit :

1. x€E

2.siteTetE€Ealorst-E€E.

Enfin, le pole 1L C T x E est T, E-saturé, c’est-a-dire :

1. siE€Eetc[E/x] € 1L alors (c¢*|E) € L,

2. sit,t, €Tet(t;|E) € I alors ((t;,t,)|m;-E) € 1L,

3. sit),tyeTet(t;|u-E) e 1l alors ((i,u) | (t;]t,) - E) € 1L,

4. siueTet(t[u/x]|E) <€ I alors (Ax.t |u-E) € L.

Remarquer que la condition de T,E-saturation impose des contraintes sur T et E, puisqu’il

faut s’assurer que 1L est bien une partie de T x E.
Dans la suite, on suppose que (T, E, L) est une structure de réalisabilité.

Exemple 12. On peut prendre pour T et E les ensembles des termes et des contextes clos
(dont toutes les variables sont liées). Alors, tout ensemble C de couples (t |E) clos définit
une structure de réalisabilité en posant 1L = {c€ TXE|3c’ €C, ¢ > -+ > c}. Par exemple,
en prenant | 'ensemble des (t|E) clos qui se réduisent en plusieurs étapes sur {((1,u) |*>
ou sur ((2,u) |*> pour u € T, on obtiendra a travers le lemme d’adéquation la propriété de
la disjonction : une preuve de AV B, apres réduction, indique s’il s’agit d’'une preuve de A ou
d’une preuve de B. (Voir Corollaire 18.)

6. Terminologie empruntée a Krivine, bien qu’il s’agisse d’une variante adaptée au calcul considéré.
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Exemple 13. Pour prouver la normalisation (le fait que la réduction des termes typés se
termine), on prendra T I'ensemble des termes qui normalisent (ce que I'on définira), E
I'ensemble des contextes qui normalisent, et Il I’ensemble des machines qui normalisent.
(Remarquer qu’on peut avoir t et E qui normalisent sans avoir (t | E) qui normalise.) On
montrera qu’il s’agit bien d’une structure de réalisabilité, et on déduira le résultat du lemme
d’adéquation.

3.2. Analogie avec les automates finis non déterministes

(Pour les initiés.)
Soit A = (%,Q, 9,q;,Qr) un automate fini non déterministe. I'analogie suivante avec les
machines et I'interprétation polaire peut aider :

termes t € T mots w € X*
contextes E € E étatsg€Q
réductions (t | E) = (t'|E") (a.w|q) > (w]|q’) pour toute transition q’ € 5(q,a)
pole 1L états finals (1L = {(w |q) |3qr € Qp,(w|q) =+ = (e qF>})
formules A expressions rationnelles
interprétations |A| langages rationnels

Proposition 14. Les langages de la forme S* pour S C Q sont rationnels, et en particulier {q I}L
est le langage reconnu par Uautomate.

Démonstration. On prend la convention que si n = —1, alors a,---a, est le mot vide. On
raisonne par équivalence : a, - - a, € {q I}l signifie (ay--a, |q;) € 1L, Cest-a-dire qu’il existe
qr € Qg tel que {ay---a,|q;) =* (¢|qp), autrement dit qu’il existe n + 2 états gy, ..., ¢yiq
tels que q; = q, 5 qq 5.5 d.+1 = qr (dans la notation usuelle des transitions). C’est la
définition du fait que a, - - - a, est reconnu par .A. {qI}l est donc le langage reconnu par A.
Soit S € Q. S est fini et sécrit donc {qy,...,q,}. Pour tout ¢ € S, on a {q}" rationnel

puisque reconnu par 'automate (2,Q, 8,q, Q). Par conséquent,

L 1
st= () {a}
0<i<n
est rationnel car il s’agit d'une intersection finie de langages rationnels. m

Une autre comparaison se trouve dans les transparents du cours de Paul-André Melliés (cf.
[Mel10]) : afin d’introduire 'orthogonalité, pour une logique intuitionniste du second ordre,
il utilise une analogie avec la géométrie algébrique et la topologie de Zariski.
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3.3. Interprétation des formules et adéquation

On définit maintenant conjointement |A| C T et ||A]| € E.

Définition 15.
def def

. |AﬁB|df=||A~B||L et ||A— Bl = (A - [IBI)** déﬁt'EltelAIdftEellBll}“,

o [AAB| = (JA] x B Z {(t,u)|t €|Al etu e |B]} et [|[AAB|| = |AABI,

. |Avd1§|d=“(|A|w|B|)“dj=“({(1,r)|re|A|}u{(2,t)|re|B|}>“ et |[AVB|| = |AV B[,
o [TIET=0"et|[T|I =TI,

o [LIZILI" et ||l LI =E=0"

Indication pour lire les deux premieres lignes (les autres se comprennent de facon simi-
laire) :
e les programmes de type A — B doivent produire une interaction « correcte » vis-a-vis
des piles t - E avec t de type A, et E acceptant une réponse de type B ;
e les contextes de type A A B sont ceux qui acceptent des paires (t,u) avec t de type A
et u de type B. Un terme de type A A B est un programme qui produit une interaction
« correcte » vis-a-vis de ces contextes-la.
Par définition, |A| et ||A|| sont polaires 'un de 'autre.

not.

Théoréme 16 (Lemme d’adéquation). Soit T = x; 1 A,...,x, : A, = (X, : A,).

e SiTFt:Aalors quels que soient t; € |A|,...,t, €|A,|, ona t[t,/xq,...,t,/x,] € |A]
- Onnote [t,/xq,...,t,/x,] la substitution simultanée des t; aux x;.
— On utilisera dans la suite la notation t [ {;/x;] € |A| pour faire plus court.

e SiT | E:AF x: B alors quels que soient t; € |A],...,t, € |A,| et E' € ||B||, on a
E[6/%,E//+] € Al

e Sic: (I ~: B) alors quels que soient t; € |A,|,...,t, € |A,| et E € ||B]|, on a
c [6;/X,E/x] € L.

Démonstration. Par induction structurelle sur la dérivation de ¢, E et c.

e Un certain nombre de cas sont évidents puisqu’ils découlent directement de la définition
de |A| ou de ||A]|. Tl en va ainsi de l'introduction droite de A (t = (u,v)). En effet, si
ult;/x;] €Al et v [£;/x;] € |B, alors (u,v) [£;/x;] € |A| X |B] € |AAB|. Les cas des
introductions de V et de T a droite, ainsi que ceux des introductions de — et de | a
gauche, sont similairement évidents.

e CasdeI",x :AF-x:AavecI’,x : A=T et x = t. Par hypotheése, celui des t; par lequel
on substitue x appartient a |A|, donc ¢ [;/x;] = t; € |Al.

e CasdeTI' | x: Al x:Aavec B=Aet E =*. Par hypothese, x [ {;/x;,E' /x| = E’ € ||A]|.

e Cas de la coupure, avec ¢ = (t |E) :si t [{;/x;] € |Al et E [{;/x;, E'/x] € ||All, alors :

t [&/%] LE [&/x;,E'/+]

puisque |A]| et ||A]| sont polaires. C’est-a-dire ¢ [ ;/X;,E'/*] € L.
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e Cas de l'adjoint : t = c*. Soit E € ||A|| : il s'agit de montrer ¢ [{;/x;] ILE. Oron a:
(c[6/%]"|E) = c [B/%,E/+] .

Or ¢ [ £;/X;,E/*] € I par hypotheése d’'induction. Comme I est T, E-saturé et E € E en
particulier, on en déduit le résultat.

Cas de lintroduction gauche de la conjonction A A B. Soit (t,u) € |A| x |B|. Pour le
contexte 7, - E,ona:

((tw) | (my - E) [6/5,E'[x]) = (¢ | E [6/%,E'/+])

Or par hypotheése d’induction E [£;/x;,E'/x] € ||All, donc (t|E [{;/X,E'/*]) € 1L et
donc puisque t,u € T, on a par T,E-saturation ((t,u) | (%, - E) [{;/x;,E'/*]) € 1. En
conclusion :

(m,-E) [/%,E'/x] € (JA x |B])" =|AAB]|.

Le cas de 7, - E est similaire.
Cas de l'introduction gauche de la disjonction AV B. Rappelons la régle qui est quelque
peu inhabituelle car je voulais conserver une machine treés élémentaire.

F'NE:Ckx:D r'kFt:A—C l'-u:B—C
I'|(tju)-E:AVBE*:D

Soit alors (i,v) € |A|W|B|.Onadonci=1etve|A,oui=2etve|B| Sii=1, alors
ona:

(@] () - B) [&/5,E'/x]) = (t [6/%:] |v-E [&/%, E'/%]).
Or par hypothése d’induction E [{;/x;,E’/x] €|C|| (le B de I'énoncé est ici D), donc :
v-E [6[%,E'/x] €|Al-[C]|.
Or t [f;/%.] € |A— C| = (JAl-||C|])" & nouveau par hypothése d’induction, et donc
(t|v-E[t;/x,E'/x]) € 1. Doncpuisque t [{;/x;] ,u [{;/x;] €T, onapar T, E-saturation
(v|((tlw)-E)[t;/x;,E'/x]). Dou :
((th) - B) [£/%, B'/+] < (Al w [B))* = |IAV Bl
Le cas i = 2 est similaire.
Cas de I'introduction droite de A — B :
Ix:AFt:B
'FAx.t:A—B
Soitu-E € |A|-||B||. Il Sagit de montrer (Ax.t) [ {;/x;] lLu-E. Puisque les x; sont distincts
de x par hypothese, et qu'on peut supposer que x n’apparait pas dans les t; (quitte a
renommer x), on a donc :

(x.t) [E/% ] [u-E) = e [6/%,u/x] | E) .

Or par hypothése d’induction, ona t [ f;/x;,u/x] € |B| : on peut donc & nouveau déduire
de la T, E-saturation de L le résultat.

[l
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3.4. Applications
Proposition 17 (Cohérence). Il n’existe pas de terme clos t tel que -t : L.

Démonstration. On prend T et E les ensembles des termes et des contextes clos. Il suffit de
prendre une structure de réalisabilité telle que | L| = 0, par exemple Il = 0, et de conclure
avec le lemme d’adéquation. m

Remarquons tout de méme que pour Il =@, ona:

Al = T siAestvrai,
0 siAest faux,

Al = 0 siAestvrai,
" |E siAest faux.

Par conséquent, la démonstration n’a pas grand intérét! On a seulement réussi a justifier les
regles du systéme en « calculant » la vérité des formules dans un systeme plus puissant : on
a déduit que si A est faux ou B est vrai, alors A — B est vrai, etc.

Mais Gentzen déja s’intéressait moins au résultat de cohérence en lui-méme qu’a la facon
dont on I'obtient. En théorie de la démonstration, on s’intéresse au « comment » des preuves,
et non seulement a la prouvabilité. C’est pourquoi les deux prochains résultats, qui donnent
des propriétés des termes de preuve en utilisant une structure de réalisabilité non triviale,
sont plus intéressants.

Théoreme 18 (Propriété de la disjonction). Sit t : AV B alors il existe u tel que (t|*) = -+« >
((i,u)|*) pouri=1oui=2.

Démonstration. On pose T et E les ensembles des termes et des contextes clos, ainsi que :
IL={tIE) eTxE|FueT,3ie{l,2}(tIE) = = ((i,u)[*)} .

On avait déja remarqué que cela suffit a définir une structure de réalisabilité. Par adéquation,
pour montrer (t|x) € I, il suffit de montrer x € ||AV B||. Or par définition de 1L, x est
orthogonal 4 tout (i,u) € |A| W |B|. Dot le résultat car ||AV B|| = (JA| & |B])*. m

Pour autant, que sait-on sur ce terme u ?

e En montrant une propriété syntaxique du calcul, la propriété de réduction du sujet, on
obtient que u est une preuve de A si i = 1 et de B sinon. Cette propriété dit que si
c:(Tkx:AvB)etc>c',alorsc’: (I'x:AVB).

e Sans passer par une propriété syntaxique, en ayant plus de précisions sur A et B on peut
raffiner le choix de L afin d’obtenir un résultat plus précis.

Définition 19. Une machine c est normalisante s'il existe ¢’ avec ¢ =* ¢/ mais jamais ¢’ > ¢”.
Un terme t est normalisant si la machine (t | *) I'est. Un contexte E est normalisant si pour
toute variable x la machine (x | E) l'est.
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Théoréme 20 (Normalisation de téte). Sic: (x; :Aq,..., X, : A, Fx:A)alors ¢ se normalise.

Démonstration. On pose T I'ensemble des termes normalisants, E I’ensemble des contextes
normalisants, et :
1L ={(t|E) €T x E|(t|E) est normalisant} .

S’il s’agit bien d’'une structure de réalisabilité, alors par le lemme d’adéquation, pour mon-
trer ¢ € 1L (le résultat), il suffit de montrer x; € |A,],...,x, € |A,| et x € ||A]|. C’est une
conséquence immédiate du fait que ||A,]|,...,||A,|| et |A| sont constitués de contextes et de
termes normalisants, c’est-a-dire tels que {x; | E) et (t | x) sont normalisants.

Montrons que (T,E, IL) constitue bien une structure de réalisabilité. L'essentiel est de
montrer que L est T, E-saturé. Or si c > ¢’ et que ¢’ est normalisant, alors ¢ est normalisant.
Mais cela ne suffit pas : il est aussi nécessaire de montrer que ¢ appartient a T X E. Pour
les cas ¢ = ((ty,t,) |7 E), ¢ = ((i,w) | (t;]t5) - E) et ¢ = (Ax.t|u-E) cest évident. Pour
c =(c"|E), on a par hypothése E € E. Par ailleurs si ¢’* ne normalise pas, alors ¢’ non plus
puisque {¢’* | ¥) > ¢’. Par conséquent ¢’ [E /] non plus, ce qui est contraire aux hypothéses.

O

Remarque 21. La note se voulait introductive du point de vue des systemes logiques consi-
dérés, et jai donc commencé par ne présenter qu'un calcul des prédicats intuitionnistes. On
aurait pu se contenter, dans cette logique trés simple, de démonstrations de nature combi-
natoire.

Lintérét de la technique exposée ici est qu'on I'étend trés facilement aux logiques du
second ordre, au calcul des prédicats, a la logique classique, et fait partie d'un champ de
recherche actif en logique mathématique et dans le milieu académique de la théorie des
langages de programmation.

Cette technique est en fait une évolution d’'une preuve de normalisation forte du systéme
F due a Krivine, voir ci-dessous.

Remerciements Merci a 'audience du GdT pour sa participation, ainsi que pour avoir
pointé un certain nombre de coquilles dans les précédentes versions. Merci a Pierre-Louis
Curien pour des remarques sur cette note.

A. Addendum (Juin 2012) : Normalisation forte et comparaison
avec la technique de la « paire adaptée »

A.1. Normalisation forte

La preuve s’adapte de la normalisation faible facilement pour prouver la normalisation
forte. Cette propriété concerne la réduction > étendue de facon contextuelle, que ’'on note
&=. On a donc ¢ = ¢’ si ¢’ differe de ¢ par la réduction d’une sous-commande de c. On a juste
besoin de quelques propriétés de « réécriture » qui concernent cette réduction contextuelle :
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Proposition 22 (Weak standardisation). Si ¢ (= \ =)*d > d’ alors il existe ¢’ avec ¢ > ¢’ &=*
d'.

On rappelle que r* est la notation conventionnelle de la cloture transitive et réflexive de
r.

Démonstration. Supposons que ¢ (=\ >)*d > d’ en notant ¢ = (t|E) et d = (u|F). Cela
signifie que c se réduit en d par une succession de réductions sur les sous-commandes res-
pectives de t et E. La possibilité de commuter provient du fait que les réductions principales
que Ton a défini préservent les sous-commandes (dans le cas ot d > d’ est une réduction
principale) ; et que si u = d””, alors t = c¢”* avec ¢” =d”, donc ¢ = ¢’ [E/*] &* d” [E/x] &*
d” [F/*] =d’ (dans le cas ou d > d’ est une réduction adjointe). O

Définition 23. Une commande ¢ est fortement normalisante s’il n’existe pas de suite de
réductions & infinie partant de c. On dit aussi que t et E sont fortement normalisants si les
commandes (t | %) et (x| E) (pour toute variable x) le sont.

Proposition 24. Soit ¢ = (t| E) une commande. Si aucune sous-commande de t ou de E n’ad-
met de réduction = infinie, et si ¢ > ¢’ avec ¢’ fortement normalisant, alors c est fortement
normalisant.

Démonstration. Supposons que ¢ admet une suite de réductions = infinie alors que par
ailleurs ¢ > ¢’ avec ¢’ fortement normalisant. Supposons que la suite de réductions fait
intervenir une réduction de téte (>) et notons d > d’ la premiére des réductions de téte. On
a donc ¢ (= \ >)* d > d’. D’aprés la proposition 22, il existe ¢” avec ¢ > ¢” =* d’. Par dé-
terminisme de >, on a alors ¢’ = ¢”. C’est impossible, car ¢” n’est pas fortement normalisant
alors que ¢’ l'est.

Par conséquent, la suite de réductions &= infinie de ¢ n’implique pas de réduction de téte.
Chaque réduction concerne donc I'une des sous-commandes immédiates de t ou de E. Il y
a une infinité de telles réductions, alors qu’il n’'y a qu’'un nombre fini de sous-commandes
immédiates de t ou de E : 'une d’elle au moins n’est donc pas fortement normalisante. [

Proposition 25. Aucune sous-commande de t (ou de E) n’‘admet de réduction = infinie si et
seulement si t (resp. E) est fortement normalisant.

Démonstration. (<) Immédiat. (=) Si t (resp. E) n’est pas fortement normalisant, alors
(t|x) (resp. {(x|E)) admet une suite de réductions & infinie. Si cette suite de réductions ne
fait pas intervenir de réduction de téte, alors elle contient une suite de réductions infinie sur
une sous-commande de t (resp. E). Sinon, par la proposition 22, on a la réduction adjointe
(t|x) > c avec t = c* et une suite de réductions infinie partant de c. D’ou le résultat. O

En particulier, si t et E sont fortement normalisants, et (t | E) > ¢ avec ¢ fortement norma-
lisant, alors (t | E) est fortement normalisant. Remarquer que le sens direct de la preuve est
redevable de la définition des regles d’élimination par adjoint, qui permet par exemple de
mettre en évidence que (t |u - x) est une sous-commande du terme tu!
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Théoréme 26 (Normalisation forte). Sic: (x; :Aq,...,X, : A, Fx:A), alors c est fortement
normalisant.

Démonstration. Similairement a la normalisation faible, il suffit de montrer que la structure
ci-dessous définit une structure de réalisabilité :

e T I’ensemble des termes fortement normalisants ;

e [E I'ensemble des contextes fortement normalisants ;

e tlElorsquet €T, E €E et (t|E) est fortement normalisant.
En effet, s’il s’agit bien d’'une structure de réalisabilité, alors par le lemme d’adéquation,
c € Il découle de x; € |A4],...,x, € |A,| et de x € ||A||, ce qui est immédiat car on a par
définition x € T+ et x; € E* pour tout i < n.

T et IE sont clos par les opérations positives : c’est immédiat avec la caractérisation de ces
ensembles par la proposition 25. Montrons donc que L est T, E-saturé :

1. SiE€Eetc[E/*] € I alors c* € T par la proposition 25, puisque c est fortement nor-
malisant (sinon c [E/*] ne le serait pas). A fortiori, (c* | E) est fortement normalisant,
les conditions de la proposition 24 étant réunis. Donc (c* |E) € L.

2. Si ty,ty, € T et (t;|E) € 1L pour i € {1,2}. Alors {(t;,t,)|7;-E) € I provient de
(t;,t,) € T et de la proposition 24.

3. Sity,t,€Tet(t;|u-E) e I pouri € {1,2}. Alorsu € T et E € E, et par conséquent
(i,u) € T et (t;]t,)-E € E aussi. Donc ((i,u) | (t;]t,) - E) € L provient de la proposition
24.

4. SiueT et (t[u/x] |E) € ll.0Onatfu/x] €T, donct €T aussi, et Ax.t € T aussi.

Par ailleurs E € E, donc u - E € E. Donc (Ax.t |u-E) € 1 provient de la proposition
24.

]

A.2. Comparaison avec la méthode de la « paire adaptée » de Krivine.

Linterprétation des types par orthogonalité, c’est « bien connu », est apparentée a la preuve
de normalisation forte du Systéme F. Je montre que la technique est en effet similaire a
la technique de la paire adaptée due a Krivine [Kri90, Chapitre 8, Section 3] (mais je ne
connais pas le lien entre celle-ci et la preuve originale de Girard utilisant des candidats de
réductibilité [Gir72]).

A calcul oblige, le résultat concerne une notion de réduction sur les termes.

Définition 27. On note t ~ t’ lorsque (t|*) =T (t’|*) (ou =7 est la cloture transitive de
=).

Remarquer que l'on a (Ax.t)uv ~ (t [u/x])V. (On rappelle la définition tu = (t|u-*)"
qui permet de vérifier a la main.)

Ici, je montre que la notion de structure de réalisabilité est, du point de vue de la réduction
~>_un cas particulier de la notion de paire adaptée due a Krivine [Kri90, Chapitre 8, Section
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3]. Par ailleurs, lorsque les types sont interprétés par des comportements, les propriétés de
cette paire adaptée utiles a la preuve proviennent de I'orthogonalité : on peut comprendre
cela comme le fait que la présentation par orthogonalité permet de factoriser la preuve de
normalisation forte a travers la preuve précédente que I est T, E-saturé.

On peut donc voir la preuve de [Kri90] comme une troncature (dans le sens de la largeur,
pas de la longueur) de la technique par orthogonalité du méme Krivine, dans le sens ot cette
derniere généralise la premiére a une notion de réduction plus large.

On rappelle que la technique de Krivine pour démontrer la forte ~»-normalisation consiste
a considérer la paire adaptée (N,, N') avec N P'ensemble des termes fortement ~»-normalisables
et N, I'ensemble des termes de la forme xt,...t, avec x une variable et t;,...,t, € N.

Les types sont interprétés dans des ensembles X avec N, € X € N : linclusion N, C
X permet d’appliquer le lemme d’adéquation en substituant les variables par elles-mémes,
tandis que X € N permet de conclure que les termes les termes typables sont dans N, c’est-
a-dire sont fortement ~»-normalisables. Il y a comme d’habitude une condition de saturation
qui est demandée :

Définition 28. Un ensemble de termes X est N -saturé si et seulement si :
ueMNettu/x]veX =Ax.t)uve X.

Que la paire (N, N) soit adaptée correspond aux propriété suivantes :

o N est N-saturé;

e Ny CN; N, CN - Ny; Ng—> N SN
ouX —»YE{t|Vue X, tue)}.

La technique par orthogonalité revient a remplacer la paire adaptée (N,, ') par la paire
(E1, T), et interprétation des types par des comportements (X = X'11). En effet, le couple
(Et, T) a des propriétés trés similaires :

e Ona T C N : pour montrer la forte ~-normalisation, il suffit de montrer la forte =-

normalisation.

e Sion pose T, 'ensemble des termes de la forme xt,...t, avec x une variableet t,,...,t, €
T, alors T, € E. En effet, si xt;...t, € Ty et E € E, alors (x| t;:--t,-E) € 1L par la
proposition 25. Comme Il est T, E-saturé, on a {xt;...t, | E) € 1. Donc xt...t, € E*.

e La paire (E*, T) est adaptée : en effet, T est T-saturé (par la proposition 30 qui suit) ;
et on vérifie que lona E* CT; E* CT—»E'; Et - TCT.

Cependant, on n’a pas besoin de cette propriété de paire adaptée pour montrer, comme
Krivine le fait pour la paire (N, ), que linterprétation X d’un type vérifie (T, C)E! C
X C T... puisque cela découle du fait que ce sont des comportements !

On a en particulier :

Proposition 29. Pour tous ensembles de termes X C T et de contextes £ CE, ona:

X-&t=(x -6t
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Démonstration. t € X — &+ signifie Yu € X, VE € &,(tu|E) € 1, tandis que t € (X - 5‘)l
signifie Vu € X,VE € £,(t|u-E) € 1. Comme |l est T,E-saturé et que, s’agissant de la
normalisation forte, Il est stable par réduction, les deux conditions sont équivalentes. [l

La derniere propriété qui intervient dans la technique de Krivine est que les types sont
interprétés par des ensembles T-saturés. C’est donc I'observation suivante qui permet I'ar-
ticulation entre les deux techniques : la saturation de I pour & entraine la saturation X
pour ~». (Qui est familier des travaux de Krivine reconnait cette articulation comme une
motivation pour interpréter les types par orthogonalité !)

Proposition 30. Si X = X! alors X est T-saturé.

On entend bien siir par ensemble de termes T-saturé un ensemble X tel que :
ueTett[u/x]VeX =>Ax.tluve X.

Démonstration. En effet, supposons X = X+, Soitu e Tet t [u/x]V € X. Ona (Ax.t)Juv ~»
t [u/x]V, donc {(Ax.t)uV'|E) =" (¢t [u/x] V| E) pour tout E € X*. Ona (t [u/x]V|E) € L,
donc aussi ((Ax.t)uv |E) € I puisque 1L est T, E-saturé. Donc (Ax.t)uV € X. O

Pour étre complet dans la comparaison, il nous faut introduire I'interprétation du second
ordre bien que ce n’était pas présenté dans la note (je dois donc supposer le lecteur familier
du systeme F). On interprete les variables du second ordre par des comportements, de sorte
que |X [X/X]| = X est un comportement. Cela signifie que 'on définit :

vx A £ {larr/x]| ( x=xt
Comparer avec la définition dans le cadre de la paire adaptée :
VX Al = {IA[X/X]]| X est N-saturé, Ny € X SN}
L'une et autre des définitions nécessitent le lemme de substitution suivant :
IA[IBI/X]| = |A[B/X]]

Cela a un sens car un type est interprété, chez Krivine, par un ensemble X" qui est \ -saturé
et tel que Ny € X € N (cela fait 'objet d'un lemme) ; et ici, un type est interprété par
un ensemble de termes avec X = X1t (cC’est immédiat par définition). Remarquer que cela
implique qu’un type est encore interprété par un ensemble X qui est T-saturé et tel que
E+ C X C T (bien sfir, 'essentiel du travail a été fait en amont, lorsqu’on a prouvé que L
est T, E-saturé).

Le reste des deux preuves est identique : I'induction principale du lemme d’adéquation ;
puis son application en se servant du fait que les variables libres sont toutes dans A, /E".
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